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摘 要：本文主要阐述了一元线性回归中的普通最小二乘法和加权最小二乘法的原理、差异和选用原则，介绍了

异方差性检验、最佳权函数选择、回归方程检验、拟合质量比较等 4 个方面的应用方法，剖析了加权最小二乘法在

国内外的应用现状及其存在的问题，并针对如何加快分析化学领域回归技术的应用研究提出建议，以期为分析化

学和相关领域的研究人员提供借鉴和思考。
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Abstract： The paper mainly expounds the principles， differences and selection principles of ordinary least squares and 
weighted least squares in univariate linear regression， and introduces the application in four aspects， including 
heteroscedasticity test， optimal weight function selection， regression equation test and comparison of fitting quality.  The 
application and existing problems of the weighted least squares method at home and abroad is analyzed.  Suggestions on 
how to promote the application research of regression technology in analytical chemistry to provide reference and 
inspiration for researchers are put forward.
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回归分析（Regression analysis）一词来源于数理

统计学，其定义是“评价响应变量与预测变量关系

模型的技术”［1-2］。在分析化学及其质量控制领域，回

归分析通常被称为校准（calibration）或线性［3-4］。此

校准的含义是使用有证标准物质或已知准确含量

的参考物质，确定目标分析物浓度与响应值的关系

的一组操作［4］。“校准”这一术语在分析化学领域、计

量学领域的定义是基本一致的［5-6］，只是计量学领域

对校准定义的表述有些不同［7-8］。传统分析化学领

域使用的回归分析技术主要是最小二乘法（least 
squares），其定义是通过最小化观测值与界定模型

的预测值的差值的平方和，进行参数估计的技术［1］。

从 1908 年德国数学家高斯（Gauss）提出最小二乘法

以来，回归分析已经过 100 多年的发展，其研究和

应用范围非常广泛，包含线性回归、回归诊断、回归

变量选择、参数估计方法的改进、非线性回归、含有

定性变量的回归等 6 大领域［9］。本文重点关注线性

回归在分析化学领域中的应用，如食品中添加剂的

检测、食用农产品中农药残留的分析、环境监测中

重金属的测定等。关于线性回归的定义，倪永年［10］

综述
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在 1987 年曾对此做过表述，即分析化学测试中常

遇到各种变量，它们相互联系，互相依存，存在着一

定的关系。假如两个变量存在线性关系，找出它们

间的关系便称之为线性回归。但是，可以从统计学

建立回归模型的角度了解线性回归的意义。假设

变量 x1，x2，. . . xn 与随机变量 y 之间存在相关关系，

当 x1，x2，. . . xn 的值确定以后，对应 y 的取值应有相

应的概率分布，可用如下模型表达这种关系：

y=f（x1，x2，. . . ，xn）+ε 式（1）
式（1）中，f（x1，x2，. . . ，xn）为变量 x1，x2，. . .  xn 的确

定关系及回归函数，ε 为随机误差项。

当其中的回归函数为线性函数时，即有：

y=a+b1 x1 + b2 x2+. . . +bn xn +ε 式（2）
式（2）中 a，b1，b2，. . . ，bn 为未知参数，称为回归参

数，式（2）就称为线性回归模型。

线性回归包含一元线性回归、多元线性回归、

多个自变量与多个因变量的回归。此 3 种回归分

析技术在分析化学领域都有广泛运用，尤其是一元

线性回归，涵盖了分析化学的绝大多数领域。多元

线性回归以及多个自变量与多个因变量的回归在

化学计量学领域得到了广泛的应用，其中的多元校

正和多元分辨是化学计量学研究的主要任务，也是

该领域最有创造性的一部分内容［11］。化学计量学

自诞生以来，得益于物理学、数学和计算机科学的

进步，经过了 40 多年的快速发展，取得了辉煌的成

果。我国在这一领域也处于世界先进水平，取得了

丰硕的成果［12-15］，如多元分辨校正模型在无机多组

分分析中的运用［12］，二阶张量校正、三阶张量校正

以及更高阶张量校正方法在复杂体系高阶仪器数

据的定量解析［13］等。多元校正在食品分析领域也

得到了较为成功的运用［16］。可以说，多元线性回归

以及多个自变量与多个因变量的回归技术是分析

化学未来的方向，其相关理论和技术必将成为分析

化学的主流。本文在此不多讨论化学计量学的内

容，主要介绍一元线性回归中加权回归的理论和其

在分析化学领域的应用问题。

1　一元线性回归简介

如前所述，式（2）y=a+b1 x1 + b2 x2+ . . . +bn xn +ε
中，如果 自变量x1，x2，. . . ，xn 只有一项，则方程变为

最简单的形式：y=a+bx +ε，这就是因变量 y 关于自

变量 x 的一元线性回归。在分析化学领域，自变量

可以是一系列已知准确值的样本（通常是含量已知

并带有测量不确定度的标准溶液），y 是利用仪器设

备检测已知值样本获得的响应信号，可以是单个样

本检测结果，也可以是样本的独立重复检测结果的

平均值，ε 是回归方程的误差项。在实际运用中，y

和 x 所表达的含义可以互换。

1. 1　普通最小二乘法

在传统的分析化学领域，通常用分析仪器检测

有确定已知值（或参考值）的样本，以获得系列数据

对（x1，y1），（x2，y2），. . . ，（xn，yn），用最小二乘法获得

参数 a、b 的估计值 â 和 b̂，进而得到回归方程 ŷ=â+
b̂x，用此方程估计未知值样品中目标组分的含量。

最小二乘法的原理是［9］针对每一组样本观测值（xi，

yi），考虑观测值 yi 与其回归值 E ( yi )=a+bxi 的离差

越小越好，定义离差平方和为：

Q (a，b )=∑
i = 1

n [ yi - E ( yi ) ]2=∑
i = 1

n [ yi - a - bxi ) ]2 式（3）
最小二乘法是寻找参数 a 和 b 的估计值 â 和

b̂，使式（3）定义的离差平方和达到最小，即满足：

Q ( â,b̂ )=min
a,b  ∑

i = 1

n [ yi - â - b̂xi ) ]2 （4）
按照式（4）所限定的条件，求出的 â 和 b̂ 称为回

归参数 a、b 的最小二乘估计，称 ŷ=â+b̂x 为 yi（i=1，
2，. . . ，n）的回归拟合值或拟合值，称 ei=yi-ŷ i 为 yi（i=
1，2，. . . ，n）的拟合残差。

这种方法称为普通最小二乘估计［9］，简称普通

最小二乘法（Ordinary least square，OLS）。运用该方

法必须确保误差项 ε 满足 3 个条件［17］：误差项 ε 是

一个随机变量，对于每个观测值 yi 来说，误差项的

期望值 E（ε）=0；ε 是一个服从正态分布的变量，即

ε~N（0，σ2）；ε 的方差 D（ε）=σ2，即对于所有自变量

xi 来说，每个 xi 的方差都相同。此三个基本条件是

采用普通最小二乘法建立回归模型的先决条件。

1. 2　加权最小二乘法

然而，在实际工作中遇到的情况大多是普通最

小二乘法前两个条件能得到满足，第三个条件即所

有观测值的方差相等这个条件难以得到满足。在

分析化学领域，研究者们已经发现观测值的方差会

随着自变量浓度的增加而变大，即所谓的“异方差

（Heteroscedasticity）”问题［18-19］，有的文献也叫“异方

差性”［9，20］。术语名称虽有差异，含义是一致的，即

因为 yi（或误差 εi）的方差不恒定且随 x 的变化而变

化，此时估算回归参数 â 和 b̂，其方差不再最小化［21］，

不能满足式（4）的要求，数理统计学术语中，这种非

恒定方差被称为异方差。如果有异方差性存在，仍

旧用普通最小二乘法估计回归参数，将会出现三个

问题，一是参数估计虽然是无偏的，但不是最小方

差线性无偏估计；二是参数显著性检验失效，即在

模型整体显著性检验中所构造的 F 统计量不再服
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从 F 分布，以及对于单个参数显著检验所构造的 t

统计量也不再服从 t 分布，模型的 F 检验、t 检验都

不能再使用［22］；三是回归方程应用效果不理想，预

测值与真值（或参考值）偏离较大。为了避免出现

此三个问题，需要运用加权最小二乘法（Weighted 
least square，WLS）。此方法的理论及计算推导如

下：前述式（3）为 OLS 的离差平方和，在等方差的条

件下，平方和中每一项的地位是相同的。但是在异

方差的条件下，平方和中每一项的地位是不相同

的，误差项方差 σ2
i 在式（3）平方和中的作用就大，因

而 OLS 估计的回归直线就被拉向方差大的项，而小

方差项的拟合程度就差。WLS 的思路为在平方和

中加入一个适当的权数项 wi，以调整各项在平方和

中的作用。WLS 离差平方和表达如式（5）：

Qw (a，b )=∑
i = 1

n

wi [ yi - E ( yi ) ]2=∑
i = 1

n

wi [ yi - a - bxi ) ]2

式（5）
WLS 估计就是寻找参数 a 和 b 的估计值 â 和

b̂，使式（5）定义的离差平方和达到最小。如果所有

项的权数都相等，即 wi 都等于某个常数，则 WLS 就

成为 OLS，也可以说 OLS 是 WLS 的特例。统计学

上不难证明以下二式成立：

âw=ȳw-b̂w x̄w 式（6）
b̂w=∑i = 1

n wi( )xi - x̄w ( yi - ȳw )
∑i = 1

n wi ( xi - x̄w )2 式（7）

上述二式中，x̄w= 1
∑ωi ∑ωi xi 为自变量的加权

平均；ȳω= 1
∑ωi ∑ωi yi 为因变量的加权平均。

本文不再给出具体的计算推导过程，详细内容

可参考相关的书籍和文章［9-10，22-25］。回归分析中若

要运用 WLS，重要的过程包括识别是否有异方差性

存在（异方差检验）、运用加权回归及选择最佳权函

数、拟合质量评价三个方面。本文将围绕这三个重

要方面的研究及运用展开讨论。

2　一元线性加权回归应用过程

2. 1　异方差性检验

计算一元线性回归方程时，不得不考虑数据是

否存在异方差性，这需要进行异方差检验。数理统

计学给出了检验异方差的许多方法，白雪梅［26］列出

了在经济领域回归分析中检验异方差的 9 种方法

及其简要过程，分别是图示检验、帕克（Park）检验、

巴特利特（Bartlett）检验、格莱泽（Glejser）检验、斯皮

尔曼（Spearman）等级相关检验、戈德菲尔特—匡特

（Goldfeld-Quandt）检 验 、布 劳 特 培 干 - 戈 弗 雷

（Breuschpangan-Godfrey）检验、怀特（White）检验、自

回归条件异方差（ARCH）检验。国内对异方差性的

研究和检验运用比较多的是林业和计量经济学领

域，在分析化学领域几乎不涉及。林业领域如使用

图示检验法判断异方差性的存在［19］；在计量经济学

领域，有人做了 Spearman 等级相关检验的实践［27-28］，

利 用 专 用 软 件 EVIEWS 进 行 异 方 差 性 Goldfeld-

Quandt 检验、Glejser 检验、White 检验［29］，取得了良

好的效果。

2. 2　最佳权函数选择

权被定义为因变量误差项的倒数［9］，即 ωi= 1
σ2

i

，

σ2
i 为因变量第 i 个观测值误差项的方差。也有将

权定义为 ωi= σ2
0

σ2
i

的［22，24］（其中 σ2
0 为任意选定的常

数），并从理论上论述了权的有关性质，通过推导观

测值函数的方差（方差传播律）和协因数（协因数传

播律），从而获得权的计算方法。就其实质来说，这

两种定义没有差别。权的定义表明误差项方差较

大的观测值赋予较小的权数，相反误差项方差较小

的观测值赋予较大的权数。在实际运用中，σ2
i 往往

是未知的，如果知道误差项方差随自变量变化而变

化，也就是可以表达为 σ2
i =кx2

i ，其中 к 为比例常数，

那么权数就可以表示为 ωi= 1
кx2

i

。参数估计中，比例

系数是可以消去的，所以权数为 ωi= 1
x2

i

。因为 σ2
i 是

模型 y=f（x）+ε 中误差项 ε 的方差，σ2
i 和模型中自变

量、因变量都是有关的，所以权数也可以表达为 ωi=
1
y 2

i

。在实际应用中权数可以有三种选择，即 ωi= 1
σ2

i

、

ωi= 1
x2

i

、ωi= 1
y 2

i

，还可以把权数表达为 ωi= 1
σm

i

、ωi= 1
xm

i

、

ωi= 1
y m

i

，m 为实数，所以有文献在讨论药物分析中最

佳权函数选择时，列出了多种权函数［18］。

怎样确定权函数，目前还没有统一的标准和方

法，某些情况下是凭经验［19］，还可以构造自变量 x

关于残差平方 e2
i 的某个近似函数 f （x），用 f（x）替代

σ2
i ，从而构造出可求的权重 ωi= 1

f ( x ) ，继而得到加权

最小二乘估计量。怎么选择权函数才能达到最佳，

这个问题较早就有相关研究［30-31］。最合适的权函数

是针对某一个模型而不是某一类模型［17］，作者给出

了结论，即以模型本身构造的权函数就是要寻找的

最佳权函数；并对此命题给以证明：假设模型为 y=f

（x）+ε，两边同时除以 f（x）得新模型：y'=y/f（x）=1+ε/
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f（x）=l+ε'。不难证明以模型本身构造的权函数进行

加权回归，新模型误差项的期望值为 0，其方差为常

数，即对所有 xi 来说，每个 ε'i 的方差都相同，满足等

方差的条件。在实际应用中，多数人没有刻意的针

对某一具体模型，并没有深入研究有哪些可供选择

的权函数，以及如何得到最佳权函数，而是假设误

差项方差与变量存在函数关系 ，从而确定权函

数［17，31-32］。从理论上讲，最佳权函数是通过一系列

迭代计算获得的［33-34］。利用统计学软件 SPSS 可以

确定幂指数权函数 f（x）=xm
i 中 m 的最优取值，效果

良好［28］。在林业方面，对加权回归中权函数的选择

也做了比较深入的研究［20］。还有研究结果认为，通

过用原函数自身对模型做数据变换，能够使模型满

足等方差的要求，而且对任一形式多个变量的回归

模型都很容易实现［19］。

除了关于权函数的选择在分析化学领域研究

不多，关于权函数选择后所得模型预测值之间的比

较，分析化学领域也不如林业、计量经济学等领域

研究得透彻。国内较早的时候，有文献介绍了一元

加权回归的理论知识［10，25］。实际运用研究中，少有

考虑并探讨如何选择权函数，也没有探讨如何获得

最佳权函数［25，35-37］。国外药物分析领域对一元线性

加权回归的应用研究相对多一些，但是涉及如何选

择最佳权函数的也很少，只是在回归计算中直接给

出几种权函数然后比较效果［18，38-45］。

2. 3　回归方程检验

通常情况下，还应对拟合得到的回归方程进行

显著性检验，以确定是否可用于预测和分析［9］。最

常用的检验有 t 检验、F 检验和相关系数的显著性

检验。 t 检验用于检验回归系数的显著性，也就是

检验自变量 x 对因变量 y 的影响程度；F 检验也是

用于检验回归方程的显著性；相关系数的显著性检

验也是一种 t 检验，用于判断自变量 x 与因变量 y

是否高度相关。此三种检验实际上是等价的，在实

际应用中选择一种即可。值得注意的有三点，一是

不用每次检验，在实际的检测工作中，首次运用某

一检测方法时，可能在方法确认（或验证）阶段需要

进行回归方程检验，后续的检测方法运用，无须再

做这些繁琐的检验；二是唯相关系数 r 为单一判定

要求欠妥，在分析化学领域普遍认为相关系数 r 越

大，回归方程的质量就越好，故有关著作［46］、规范性

文件［47］都要求 r 要达到小数点以后两个 9、三个 9
甚至四个 9 以上，在分析化学中沿袭了这一要求，

目前分析化学界对此问题是有争议的［48］，诚然不能

否认 r 中 9 越多越好，但是这只是表明自变量 x 与

因变量 y 呈高度相关而已，至于回归方程的拟合质

量如何，回归系数 r 是不能反映的，这个问题在国外

政府机构和权威组织均有论述和规定［49-51］，与 r 相

关的另一个参数 r2 还能在一定程度上说明拟合质

量，r2 称为决定系数，是相关系数 r 的平方，也称为

判定系数、确定系数，反映了因变量的变异中能用

自变量解释的部分所占比例；三是对于加权回归方

程，残差（剩余）平方和或等价的回归平方和、剩余

方差（或剩余标准差）、F 统计量不能直接使用［33］。

分析化学领域可以引用分析化学领域回归方

程的拟合质量检验方法，如拟合残差分析和是否通

过原点的检验。拟合残差 ei 定义为自变量 xi 处的

响应值与该点拟合值之差，即 ei=yi-ŷ i，ei 是误差项 εi

的估计值。用自变量与拟合残差作直角坐标图，可

以方便地观察残差随自变量变化的情况，从而验证

所使用的拟合方法对与否；利用残差分析还可以判

断各点的拟合残差是否出现异常，一般认为 ei 超过

±2σ̂ 或 ±3σ̂ 为异常值［9］。如何更好地判断异常残

差，何晓群等［9］给出了详细的方法供参考，然而在分

析化学领域鲜见残差分析技术的应用。一些国家

标准中也给出了其它的检验拟合残差方法［52-55］。关

于校准直线是否通过原点的检验，如果方法要求校

准直线要通过原点，则应进行检验，前述国家标准

也给出了检验方法及其运用实例。

2. 4　OLS 和 WLS 拟合质量比较

各个应用领域从不同角度对这个问题开展了

较多的研究，一种是基于一个效果好的加权回归方

程，所占权重较大的自变量 x 所对应的因变量 y 的

预测方差，应该比 OLS 的预测方差要小得多，因此

可据此比较对同一组数据分别使用 OLS 和 WLS 的

拟合效果，只不过权重较小的点，可能会出现相反

的结果，但这种方法只能得出一个较粗的结论［33］。

比较一致的看法是［19-20，31］：OLS 以残差平方和最小

为原则，结果是模型拟合时，较多地考虑了样本值

比较大的点，而较少考虑样本值较小的点。而 WLS
则是以加权残差平方和最小为原则，给予所有样本

点以同等的重视程度。另外，基于残差平方和得到

指标剩余标准差 s 和相关系数 r 理所应当地是 OLS
优于 WLS，所以在实际应用中用参数 s 和 r 来比较

OLS 和 WLS 的拟合质量是不恰当的。为此，研究者

们构建了总相对误差、总系统误差、平均相对误差、

平均相对误差绝对值和预估精度等指标，来比较

OLS 和 WLS 的优劣，值得借鉴。还有研究介绍了运

用非参数性方法讨论模型误差及特性，既简单快捷

又不用考虑误差分布情况，但不知是否可以在分析

化学中加以运用［56］。

在药物分析领域，OLS 和 WLS 拟合质量的比较
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也得到了广泛的研究。如分别计算 OLS 和 WLS 各

个拟合点的相对误差（拟合误差），以此比较两者的

优劣［57］；利用所得的 OLS 和 WLS 回归方程，通过计

算各个点自变量 x 的预测置信区间加以比较两者的

优劣［25，35-37］。国外有研究人员做了比较深入细致的

工作［18］，设计了一套评价指标，用于比较采用几种不

同权重进行 WLS 拟合所得的回归方程的优劣，有一

定的参考价值。还有研究人员选择了 WLS 拟合中

常见的 4 种加权回归和双对数加权回归、稳健回

归，共 6 种替代方法与 OLS 进行了比较，发现所有

校准直线的决定系数和预测系数没有显着差异。

所有替代方法获得的定量检测下限（Lower limit of 
quantitation，LLQ）值均比通过 OLS 获得的 LLQ 值

低，权重为
1
x2 和

1
y2 时，其校准直线的 LLQ 比用

OLS 得到的校准直线的 LLQ 低 3~10 倍［45］。

3　存在的问题

在涉及分析化学的食品检验、环境检验、农产

品检验等领域，应用加权回归方法拟合校准曲线是

比较少的。这表现在三个方面：一是对加权回归的

研究比较少，现有的研究成果比较简单、孤立，研究

不深入、不全面；二是注重加权回归的应用意识还

欠缺，很多回归分析是存在异方差性的，但是在实

际检测中很少去主动识别异方差，而默认用普通最

小二乘法得到校准曲线；三是有应用加权回归的想

法但不知从何着手，有的仪器设备带有分析软件，

软件中也有是否进行加权回归以及选择什么权数

的选项，但是使用者不会用，而提供技术支持的仪

器设备供应商也说不清道不明。上述现象的出现，

究其原因有以下四点：

第一，数理统计技术在分析化学的普及和推广

应用不多。回归分析是数理统计理论运用中非常

重要的一部分，也是分析化学应用中最基本最重要

的内容。然而由于数理统计理论在分析化学领域

应用中的缺失，导致很多分析测试工作者不能将完

整的回归分析技术与分析方法相结合并应用。

第二，分析活动中的质量控制薄弱。严格的

说，一个采用回归分析的检测方法要不要识别异方

差，并根据识别的结果决定是否采用加权回归进行

校准曲线的拟合，这项工作应该在建立方法之初或

方法确认（或验证）阶段进行。方法确认（或验证）

是实验室质量控制中重要的活动之一，是建立内部

质量控制体系的基础，这项系统工程在我国实验室

十分薄弱。近几年来，检测行业质量管理水平提升

迅速，特别是具备 CNAS、CMA 等资质的实验室逐

步认识到建立内部质量控制体系意义非凡。但是

如何建立一个适合实验室自身的内部质量控制体

系，还有待人们不断探索，不断认识与实践。由于

实验室内部质量控制薄弱，导致对回归分析技术掌

握不够，加权回归技术得不到应用也不足为奇。

第三，对极高含量和极低含量等极端检测结果

的准确度重视不够。分析化学家们早就注意到，校

准直线的底端和高端的检测结果，其准确度可能不

能满足质量要求。但是在选择解决这个问题的方

法上，主要采用调整工作范围和布点等，而疏忽了

使用加权回归的方法。

第四，分析化学应用基础研究薄弱。回归分析

是数理统计理论在分析化学领域的应用，是数理统

计理论及其技术与分析化学技术的有机结合，属于

边缘结合科学，需要既掌握分析理论及其应用技

术，同时又熟悉数理统计理论及其应用技术的科学

家，对此展开广泛的应用研究。然而，数理统计理

论和应用技术在分析化学领域的应用很少，由此带

来的研究需求就少，钻研这类边缘科学的人就少，

最终的结果就是应用基础研究薄弱。

此外，上述原因分析还不够全面，可能还存在

其他很多原因共同导致了这一局面的出现。

4　建议

与国外发达国家和地区相比，我国在加权回归

的研究与应用方面还存在较大差距；与别的应用领

域如计量经济、林业等领域比较，加权回归在分析

化学领域的应用还存在较大差距。根据前述分析

的原因，为加快分析化学领域回归技术的应用基础

研究，并将研究成果推广到实际应用中，给出以下

建议。

第一，在分析化学界普及数理统计理论，进行

应用推广。高校数理统计和试验设计相关课程除

了在分析化学专业设置以外，还应同时在检验检测

相关的学科中设为必修课，以加强与日后实际工作

的衔接；另外应大力开展职业教育培训，让现有的

分析化学工作者更多的了解这门与数学有关的理

论和技术。

第二，落实对分析化学实验室建立质量控制体

系的要求，加强对实验室建立内部质量控制体系的

指导。不管是国内还是国外，相应的管理标准和法

规规章，都要求实验室必须建立内部质量控制体

系。然而这些要求往往不能得到很好地落实，究其

原因还是建立有效的内部质量控制体系对技术管

理的要求相当高，实验室现有的能力还达不到要

求。现在国内大多数实验室还未充分意识到方法
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验证（确认）是内部质量控制的重要基础，对其技术

性能指标的验证与确认还停留在表面，包括线性与

校准中回归分析的正确运用。因此，加强对实验室

的指导就必须提上政府管理部门和社会权威机构

的议事日程。欧美日等发达国家和地区组织在这

方面做得比较严格，实验室相应的政府管理部门和

权威的社会机构会根据相关标准和行业的要求，结

合行业管理的技术特点，制定满足这些要求的指南

文件，并要求实验室遵照执行。我国可以借鉴其成

功的经验。

第三，加大科研支持力度。分析化学测试虽然

是分析化学领域的小分支，但却是不可轻视的一

支，有关管理部门和机构不但要引导做好分析化学

已有成果在分析化学领域的应用，同时还应未雨绸

缪，引导广大分析化学工作者积极投入到数理统计

技术在分析化学中的应用研究中，并给予必要且充

分的支持和帮助。
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